1. Egy asztalon harom halomban 2009 db kavics vanetgilobok béle, és a tobbit két
kupacba osztom. Ezutdan megint eldobok egyet ak égyombdl (amelyikben egynél tobb
kavics van) és az egyik halmot ismét két résztemsz ehetséges-e hogy bizonyos szamu ilyen
mevelet utan minden kupacban pont harom kavics lesz?

Megoldas:

Ha a Iépések szama x akkor az eldobott kavicsakazéd a megléy kavicsok szama 2009-x, a
halmok szama x+1.

Ha minden halomban 3 kavics marad, akBafx +1) = 2009- x, ahonnanx = 5015. Mivel a

lépések szama pozitiv egész szam , ezért nem dglestshogy veégil mindegyik kupacban
pontosan 3 kavics legyen.

2. A nanobolha csalad a szamegyenes O pontjaban |&8dkapapa négy csemetéje kozul
Béni, a legkisebb, 1 egység hosszuségut ugrikhlzdk,Bence, Barnabas és Botond, rendre 4,
5,ill. 6 egységnyit.
A bolhagyerekek konyodrgésének engedve, Bolhapapareggel elengedi csemetéit, hogy
kedvikre ugralhassanak a szamegyenesen, de azidiéeellel, hogy 100 egységnél nem
ugralhatnak messzebbre a haztdl. Pattognak isleélstefien estig.

a) Adjuk meg a szamegyenes szamukra megengedetteieszékat a pontjait ahol mind

a négyen dsszetalalkozhatnak?

b) Hany olyan pont van, ahol pontosan harman talallbaak?

c) Hany olyan pont van, ahol legalabb ketten talalkdnbk napkdzben?

d) Hany olyan van, ahol kézulik csak egy fordulhé® el

Megoldés:

Béni minden pontba eljuthat. Bence a néggyel osathantokba, Barna az 5-tel, és Botond a
6-tal oszthat6 pontokba juthat el.

a) A szamegyenesnek azokban a pontjaiban talalkozhatiad a négyen, amelyekhez
tartoz6 szamok oszthatok a felsorolt szamok mini#légel, azaz oszthaték e szamok
legkisebb k6z0s tobbszordsével. [ 1; 4; 5; 6 ] 719 harom pontban talalkozhat mind
a négy bolha csemete: a -60, a 0 és a 60 pontban.

b) Azokat a szamokat keressik, amelyek a 4, 5 és 6l kipntosan kefvel oszthatok.
Készitsiink Venn diagramot a feladathoz. Az abraha@smazaiba irjuk be azoknak a
pontoknak a szamat, amelyek a megtetedzthatosagi feltételnek eleget tesznek.
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Pontosan azok az egész szamok oszthatok 4-gysl3ste is, amelyek oszthatok 20-
szal.

A [-100 ;100]-ba &8 20-szal oszthat6 egész szamok szama :1+Z®+40, +60, +80,
+100). Ezek kézill azoknak a szamat, amelyek 6-tal aszthatok, megkapjuk, ha 11-
bél 3-at kivonunk: 8.

Hasonlo gondolatmenettel: 6ttel és hattal pont@saok a szamok oszthatdk, amelyek
30-cal oszthatok. A vizsgalt intervallumban 7 ilysramot talalunk. Azoknak a szama,
amelyek 5-tel és 6-tal oszthatok, de nem oszth&tgyel: 7-3=4.

A 4-gyel és 6-tal oszthato szamok pontosan azokelywk 12-vel oszthatok. Itt
(8+8+1=)17 ilyen szam van. Ezek koOzott szerepelagkk is, amelyek 5-tel is
oszthatok. Kozuluk 5-tel nem oszthaté 14 szam.

igy azoknak a pontoknak a szama, ahol pontosamrhiotha talalkozhat 8+4+14=26.

c) Azokban a pontokban talalkozhat pontosan két bahaya Bénin kivil csak egy bolha
ugralhat. Ezek azok a szamok, amelyek 4-gyel ot#thade 5-tel és 6-tal nem
oszthatOk, valamint ebben az értelemben csak Blielsak 6-tal oszthatok.

Ezek megszamolasahozéstor kiszamoljuk, hogy hany olyan pont van, ahova a
bolhacsemeték ugralhatnak. Bence 51 pontba, Bdrm@odtba juthat el, Botond pedig
33 kulénbo6d pontot tud felkeresni.

Az igy kapott szamokbol ki kell vonni azoknak arsaé, amelyekbe Bénin kivil mas
testvér is ugralhat. igy csak Béni és Bence 5& 26 pontba, Csak Béni és Barna 41-
15 =26 pontba és Béni és Botond 33-21 = 12 poniftwa{ el. Tehat pontosan ketten 26
+26+12 =64 pontba jutnak el.

Legalabb két bolha azokban a pontokban talalkaaikelyek szama 4-gyel, 5-tel vagy
6-tal oszthatok. Szamuk kiolvashat6 az abrabol828+4+26+14+12= 93.

d) Azok a pontok, amelyekbe csak egy bolha jut el gkazamelyeknek szama nem
oszthaté sem 4-gyel, sem 5-tel, sem 6-tal. Ezekndz@negkapjuk, ha a 201 szambdl
kivonjuk azok szamat, amelyek valamelyik felsosttmmal oszthatok, azaz 93-at .
Tehat csak 1 bolha 201-93= 108 pontba juthat.

3. Az a, b, c oldali haromszdgben a szokasos jeldébgRS. Bizonyitsd be, hogy@oldal b
ésa+b mértani kdzepe!

l. Megoldas:

Bizonyitand6: 2 = b(a +b). Rendezziik 4t az 0
+b
—

egyenletet% =2

Keresslink olyan haromszégeket, amelyeknek
az oldalai a fenti szakaszok! \

Ehhez mérjuk fel aBC oldal C —n tuli '
meghosszabbitasardazakaszt!




A szerkesztés szerintACD haromszOég egyedl szard és DCALO= 180°-B miatt
ADC=DACO=[. Ezért ABD haromszog is egyeahlszaru, ésAD = c. Tovabba aDAC

haromszog és BDA haromszog hasonld, megféaldalaik aranya egyeﬂﬁtlj—lg =%, azaz
%: atb , amit bizonyitani akartunk.
c

(Megjegyzés: Kifejezhét a két egyerdl szard haromszogla [ koszinusza:
%BD la+p) %AD %c

cos 3 = = , ll. cosB= =<, EzekBl is adodik a bizonyitando
AB ¢ AC b

egyenbség.)

II. Megoldas:

Huzzunk parhuzamost &F szogfeledvel a B B’

csucson keresztil. Ennek #&C oldalegyenessel .

valé metszéspontjat jeloljiR’-vel. B'BCL1 =BCF B

0=/, mert valtoszogek éBB’'CL1=FCALI =2,
mert egyallasu szogek, igPBB’'C haromszég
egyenb szaru haromszogAB'BA~ABCA, mert
szogeik paronként egyéikl. Megfeleb oldalaik

, BA _AC c b
ardnya egyet ——=——, azaz =—.
B'A AB atb ¢
Ebbs| kapjuk ¢ =6{a+5), ami a bizonyitand6
allitassal /c = \/b(a + ) / ekvivalens. \
. Bf
Il. Megoldas: \
frjuk fel a szinusztételt azABC haromszogre: f~
£:@—2ﬁ:2005ﬂ_ f “‘
b sinp LA \E g °

fjuk fel a b oldalra a koszinusztételt
b2:c2+a2—2accos,[>’.

2
A két egyenletbl kapjuk:b2:c2+a2—%. Szorozzunkb-vel, majd rendezzik &t az

egyenletet az alabbiak szerint!
b3 —ba® =c%b-c%a
b(b2 —az): cz(b —a)
bb-a)b+a)= cz(b - a).
2

Innen, hab # a, oszthatunKp —a)-val , s kapjuk a bizonyitand6 allitas{s +a) = c°.
Hab = a, akkor a haromsz6g egyénszaru, és mivel szégeinek az dsszdge=180C, ezeért

derékszog is. Ebbens(a +b5) = 242, és ugyanakkor? = 242is teljesiil.
Tehat minden, a feltételnek megféldlaromszogre igaz a bizonyitandé allitas.



4. Mely p valos paraméterek esetén van megoldasaetkeé® egyenletnek?

IX-1-1=px

Megoldas:
Abrazoljuk az egyenlet baloldalan szetekifejezésnek megfelélfiggvenyt!

fiR - R; f(0=|X-1-1

Az 4brardl leolvashato:
a) Ha|p > 1, akkor a g(x) = px linearis fuggvény képe egy helye —az origobamtsai
azf flggveény grafikonjat, ezért az egyneletnek egy ofdigsa van.
b) Ha |p| = 1, akkor ag és az flggvények hozzarendelési szabgbya-1 esetén a [-1 ;

0, ill. p=1esetén a[0;1]intervallumban aee, a két grafikon a fenti intervallumon
egybeesik. Igy az egyenletnek végtelen sok megaldas.

c) Ha | p| <1, akkor az egyenes haromszor metszif didggvény grafikonjat, harom
megold4sa van az egyenletnek.

5. Oldjuk meg az alabbi egyenletet
(2+x/§)x+(2—\/§)x=\/§E1;iny+cosy,ahol xOR, yOR

Megoldas:

Vegyik észre, hog{Q + ﬁ)[ﬂz - \/5) =1.

A baloldalon egy pozitiv szam és annak reciprokasszege all; amit tudjuk, hogy legalabb
2. Ezért(2+ \/é)x + (Z—x/é)x > 2 mindenxR esetén.

A jobb oldalt alakitsuk at a kovetkézppen:

V3

V3 [$iny +cosy = 2{7sin y+%cosyj = Zsin(y +%Tj Ez alapjan a jobb oldal minden

yOR esetén legfeljebb a 2 értéket veheti fel, miQein(y+7—6Tj <2.



A bal és jobboldali kifejezések értékkészleténeketgn kozos eleme a 2.
Az egyenletnek csak olya(rx; y) valés szampar lehet megoldasa, amelyre

[2++3)" +ﬁ:2 és 25in(y+7—67j=2.

l. (2+\/§)X +ﬁ = 2 pontosan akkor, P(a+ \/§)X =1.
2++/3

Az XH(2+\/§)Xexponenciélus fluggvény szigorGan monoton novékexrért az utobbi
egyenlet egyetlen megoldasas 1.

Il. A jobb oldalonsin(y+gj=1, amits| y:g+2kn, aholkOZ .

Az egyenlet megoldasai a{zl ; g+ 2knj szampérok(k 0Z).

6. Egy tetraéderbe egységsugart gomb irhat6. A gémanekraéder lapjaival parhuzamos
erintgsikjai a tetraéder 1-1 kis tetraédert vagnak le. Mekkora az ezekhtetraéderekbe irt
gomboOk sugaranak az 6sszege?

Megoldas:

C
o

eredetibl, ahhoz hasonlé tetraédert vag le. Ennek a , ketfaBdernek a magassaga-M
2R=M;-2 (ahol R =1 a beirt gémb sugara).

o . Mqi-2 , . . . iz
A hasonl6ésag aranyal; = 1 _Z ezért a kis tetraéder beirt gbmbjének a sugara
1
Mq-2
r1=)l1ER= 1 :1—i.
M M

Hasonldéan a masik harom kis tetraéder beirt gérnekjé@rsugara:



rp :1—Mi, 3 :1—i, 74 :1—Mi, ahol My, M3, M, a tetraéder I Ts,

2 M3 4
T, terlleti lapjahoz tartozé magasséaga.
A kis tetraéderekbe irt ggmbok sugarainak 6sszege:

1 1 1 1
}"1+7’2+]’3+]’4:4— M +M +M +M ,*
1 2 3 4

Ismert, hogy a tetraéder (gula) térfogata= R—3[A ahol A a tetraéder felszine, R pedig a beirt

goémb sugara.

Ty (M, iy 1 Ty _ el
3 My 30 ROTy +T,+T3+Ty)

A  tetraéder térfogata: V =
_ n

T AT, +T3+Ty
A * egyenlet zardjelében szerépisszes tag a fenti médon kifejezhet

Ezeket ebbe az egyenletbe visszahelyettesitve, julkkap
N+Tp+T3+Ty _,

Tl + T2 + T3 + T4

,mertR=1.

ntrpt+trgtrp=4-2
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